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1 Mass matrix MN

MN is the mass matrix of space NPN (Ω), and its entries are

MN|i+1+j(N+1)+k(N+1)2, l+1+l(m+1)+n(N+1)2

=

∫
Ωref

√
g llli,j,kllll,m,ndΩ, i, j, k, l,m, n ∈ {0, 1, · · · , N} .

2 Mass matrix ME

ME is the mass matrix of space EPN−1(Ω). It can be written block-wise as

ME =

M1,1 M1,2 M1,3

M2,1 M2,2 M2,3

M3,1 M3,2 M3,3

 ,

where

M1,1
∣∣
i+jN+kN(N+1), l+mN+nN(N+1)

=

∫
Ωref

√
g g1,1 elli,j,kelll,m,ndΩ, i, l ∈ {1, 2, · · · , N} , j, k,m, n ∈ {0, 1, · · · , N} ,

M2,2
∣∣
i+1+(j−1)(N+1)+kN(N+1), l+1+(m−1)(N+1)+nN(N+1)

=

∫
Ωref

√
g g2,2 leli,j,klell,m,ndΩ, j,m ∈ {1, 2, · · · , N} , i, k, l, n ∈ {0, 1, · · · , N} ,

M3,3
∣∣
i+1+j(N+1)+(k−1)(N+1)2, l+1+m(N+1)+(n−1)(N+1)2

=

∫
Ωref

√
g g3,3 llei,j,kllel,m,ndΩ, k, n ∈ {1, 2, · · · , N} , i, j, l,m ∈ {0, 1, · · · , N} ,

M1,2
∣∣
i+jN+kN(N+1), l+1+(m−1)(N+1)+nN(N+1)

=

∫
Ωref

√
g g1,2 elli,j,klell,m,ndΩ, i,m ∈ {1, 2, · · · , N} , j, k, l, n ∈ {0, 1, · · · , N} ,

M1,3
∣∣
i+jN+kN(N+1), l+1+m(N+1)+(n−1)(N+1)2

=

∫
Ωref

√
g g1,3 elli,j,kllel,m,ndΩ, i, n ∈ {1, 2, · · · , N} , j, k, l,m ∈ {0, 1, · · · , N} ,

M2,3
∣∣
i+1+(j−1)(N+1)+kN(N+1), l+1+m(N+1)+(n−1)(N+1)2

=

∫
Ωref

√
g g2,3 leli,j,kllel,m,ndΩ, j, n ∈ {1, 2, · · · , N} , i, k, l,m ∈ {0, 1, · · · , N} ,

and M2,1 =
(
M1,2

)T, M3,1 =
(
M1,3

)T, M3,2 =
(
M2,3

)T.
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3 Mass matrix MF

MF is the mass matrix of space FPN−1(Ω). It can be written block-wise as

MF =

M1,1 M1,2 M1,3

M2,1 M2,2 M2,3

M3,1 M3,2 M3,3

 ,

where

M1,1|i+1+(j−1)(N+1)+(k−1)N(N+1), l+1+(m−1)(N+1)+(k−1)N(N+1)

=

∫
Ωref

√
g
(
g2,2g3,3 − g2,3g3,2

)
leei,j,kleel,m,ndΩ, i, l ∈ {0, 1, · · · , N} , j, k,m, n ∈ {1, 2, · · · , N} ,

M2,2|i+jN+(k−1)N(N+1), l+mN+(n−1)N(N+1)

=

∫
Ωref

√
g
(
g3,3g1,1 − g3,1g1,3

)
elei,j,kelel,m,ndΩ, j,m ∈ {0, 1, · · · , N} , i, k, l, n ∈ {1, 2, · · · , N} ,

M3,3|i+(j−1)N+kN2, l+(m−1)N+nN2

=

∫
Ωref

√
g
(
g1,1g2,2 − g1,2g2,1

)
eeli,j,keell,m,ndΩ, k, n ∈ {0, 1, · · · , N} , i, j, l,m ∈ {1, 2, · · · , N} ,

M1,2|i+1+(j−1)(N+1)+(k−1)N(N+1), l+mN+(n−1)N(N+1)

=

∫
Ωref

√
g
(
g2,3g3,1 − g2,1g3,3

)
leei,j,kelel,m,ndΩ, i,m ∈ {0, 1, · · · , N} , j, k, l, n ∈ {1, 2, · · · , N} ,

M1,3|i+1+(j−1)(N+1)+(k−1)N(N+1), l+(m−1)N+nN2

=

∫
Ωref

√
g
(
g2,1g3,2 − g2,2g3,1

)
leei,j,keell,m,ndΩ, i, n ∈ {0, 1, · · · , N} , j, k, l,m ∈ {1, 2, · · · , N} ,

M2,3|i+jN+(k−1)N(N+1), l+(m−1)N+nN2

=

∫
Ωref

√
g
(
g3,1g1,2 − g3,2g1,1

)
elei,j,keell,m,ndΩ, j, n ∈ {0, 1, · · · , N} , i, k, l,m ∈ {1, 2, · · · , N} ,

and M2,1 = (M1,2)
T, M3,1 = (M1,3)

T, M3,2 = (M2,3)
T.

4 Mass matrix MV

MV is the mass matrix of space VPN−1(Ω), and its entries are

MV|i+(j−1)N+(k−1)N2, l+(m−1)N+(n−1)N2

=

∫
Ωref

1
√
g
eeei,j,keeel,m,ndΩ, i, j, k, l,m, n ∈ {1, 2, · · · , N} .
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